
�à¥¤ , 16 ¨î«ï 2008 £.

� ¤ ç  1. �ãáâì H | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¢ëá®â ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC. �ªàã¦-
­®áâì á æ¥­âà®¬ ¢ á¥à¥¤¨­¥ áâ®à®­ë BC, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã H, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî BC
¢ â®çª å A1 ¨ A2. �­ «®£¨ç­®, ®ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ ¢ á¥à¥¤¨­¥ áâ®à®­ë CA, ¯à®å®¤ïé ï
ç¥à¥§ â®çªã H, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî CA ¢ â®çª å B1 ¨ B2, ¨ ®ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ ¢ á¥à¥¤¨­¥
áâ®à®­ë AB, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çªã H, ¯¥à¥á¥ª ¥â ¯àï¬ãî AB ¢ â®çª å C1 ¨ C2. �®ª ¦¨â¥,
çâ® â®çª¨ A1, A2, B1, B2, C1, C2 «¥¦ â ­  ®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

� ¤ ç  2. (a) �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®

x2

(x− 1)2
+

y2

(y − 1)2
+

z2

(z − 1)2
≥ 1

¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï «î¡ëå ®â«¨ç­ëå ®â 1 ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« x, y, z â ª¨å, çâ® xyz = 1.

(b) �®ª ¦¨â¥, çâ® ãª § ­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ®¡à é ¥âáï ¢ à ¢¥­áâ¢® ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­®£® ç¨á«  âà®¥ª
®â«¨ç­ëå ®â 1 à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥« x, y, z â ª¨å, çâ® xyz = 1.

� ¤ ç  3. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« n â ª¨å, çâ® ç¨á«®
n2 + 1 ¨¬¥¥â ¯à®áâ®© ¤¥«¨â¥«ì, ª®â®àë© ¡®«ìè¥, ç¥¬ 2n +

√
2n.
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� ¤ ç  4. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ f : (0, +∞) → (0, +∞) (â® ¥áâì, äã­ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« ¨ ¯à¨­¨¬ îé¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ §­ ç¥-
­¨ï) â ª¨¥, çâ® (

f(w)
)2

+
(
f(x)

)2

f(y2) + f(z2)
=

w2 + x2

y2 + z2

¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå w, x, y, z, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å à ¢¥­áâ¢ã wx = yz.

� ¤ ç  5. �ãáâì n ¨ k | ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  â ª¨¥, çâ® k ≥ n,   ç¨á«® k−n ç¥â­®¥. �¬¥îâáï
2n « ¬¯®ç¥ª, § ­ã¬¥à®¢ ­­ëå ç¨á« ¬¨ 1, 2, . . . , 2n, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¬®¦¥â ­ å®¤¨âìáï ¢
®¤­®¬ ¨§ ¤¢ãå á®áâ®ï­¨©: ¢ª«. (¢ª«îç¥­ ) ¨«¨ ¢ëª«. (¢ëª«îç¥­ ). �­ ç «¥ ¢á¥ « ¬¯®çª¨
¡ë«¨ ¢ëª«îç¥­ë. � áá¬ âà¨¢ îâáï ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ è £®¢: ­  ª ¦¤®¬
è £¥ à®¢­® ®¤­  ¨§ « ¬¯®ç¥ª ¬¥­ï¥â á¢®¥ á®áâ®ï­¨¥ ­  ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ (á ¢ª«. ­  ¢ëª«.,
«¨¡® á ¢ëª«. ­  ¢ª«.).

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ N ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨§ k è £®¢, ¯à¨¢®¤ïé¨å ª á¨âã æ¨¨, ¢
ª®â®à®© ¢á¥ « ¬¯®çª¨ á 1-© ¯® n-î ¢ª«îç¥­ë,   ¢á¥ « ¬¯®çª¨ á (n+1)-© ¯® (2n)-î ¢ëª«îç¥­ë.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M ª®«¨ç¥áâ¢® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨§ k è £®¢, ¯à¨¢®¤ïé¨å ª á¨âã æ¨¨,
¢ ª®â®à®© â ª¦¥ ¢á¥ « ¬¯®çª¨ á 1-© ¯® n-î ¢ª«îç¥­ë, ¢á¥ « ¬¯®çª¨ á (n + 1)-© ¯® (2n)-î
¢ëª«îç¥­ë, ­® ¯à¨ íâ®¬ ­¨ ®¤­  ¨§ « ¬¯®ç¥ª á (n + 1)-© ¯® (2n)-î ­¨ à §ã ­¥ ¬¥­ï«  á¢®¥£®
á®áâ®ï­¨ï.

� ©¤¨â¥ §­ ç¥­¨¥ ®â­®è¥­¨ï N/M .

� ¤ ç  6. �ãáâì ABCD | ¢ë¯ãª«ë© ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª, ¢ ª®â®à®¬ |BA| 6= |BC|. �¡®§­ ç¨¬
®ªàã¦­®áâ¨, ¢¯¨á ­­ë¥ ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABC ¨ ADC, ç¥à¥§ ω1 ¨ ω2 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ®ªàã¦­®áâì ω, ª®â®à ï ª á ¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨ï ®âà¥§ª  BA §  â®çªã A,
¯à®¤®«¦¥­¨ï ®âà¥§ª  BC §  â®çªã C, ¨ ª á ¥âáï ¯àï¬ëå AD ¨ CD. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®¡é¨¥
¢­¥è­¨¥ ª á â¥«ì­ë¥ ª ®ªàã¦­®áâï¬ ω1 ¨ ω2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ­  ®ªàã¦­®áâ¨ ω.
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